BAREM CLASA a X-a

Problema 1. Consideram date numerele strict pozitive a, b, c. Sa se rezolve sistemul de inecuatii cu
necunoscutele strict pozitive x, y, z:

y z X
-1 =< b-1 —-< -1 —<vy.
(a )x+b z, ( )y+c X, (c )z+a y

Gazeta Matematica

Solutie: Daca tripletul (x,y,z) este o solutie a sistemului, adunand cele trei inecuatii obtinem

[a+l—2)x+(b+l—2)y+(c+l—2)2S0 <
a b c

2 2 2
(a—l) -x+(b_l) -y+(c_l) -z<0.
a b c

=

Tinand cont cd a,b,c € (0,00) sicd x,y,z€ (0,00) deducem ca relatia de mai sus are loc daca si numai
dacd a=b=c=1. (3 puncte)

Pentru a =b =c=1 sistemul initial devine y <z, z<x, x<y,adicd x=y==z.
In concluzie, daca unul dintre numerele a,b,c este diferit de 1 atunci sistemul nu are solutii, iar daca

a=b=c=1 atunci sistemul are o infinitate de solutii x=y=z=4 unde 4 >0. (3 puncte)

Problema 2. Fie a, b, c € C astfel incat |a| = |b| = |c| =1. Daca a, b si ¢ sunt afixele varfurilor unui

triunghi echilateral, demonstrati ca existd o infinitate de valori » € N pentru care numerele complexe
a",b" si¢" sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral.
Vladimir Cerbu

— _ - _ .- 1 = 1
Solutie: Deoarece z-z=|zz,avem a-a=b-b=c-c=1adica a=—, b=—sic=—. (1punct)
a c

Fie A4, B, C punctele de afixe a, b respectiv c.

Evident, a| =|b| =|c| =1 implicd 4,B,C e C(O,l).
Triunghiul 4ABC este echilateral daca si numai daca centrul sau de B )
greutate coincide cu centrul cercului circumscris adicd a+b+c=0.
Prin ridicare la patrat obtinem a” +5b° +¢* = —2ab—2bc —2ca = o
I 1 1 e T
=—2abc[—+—+—)=—2abc(a +b +c)=—2abc(a+b+c)=0 &L
a b c
Avem ‘a2‘ =‘b2‘ =‘02‘ =1sia®+b>+c*=0 ,deci a’, b* si ¢’ sunt c
afixele varfurilor unui triunghi echilateral. (3 puncte)

Repetand rationamentul pentru numerele a”, b* si ¢* obtinemci a*, b* si ¢* sunt afixele

varfurilor unui triunghi echilateral. Prin inductie se obtine imediat cd pentru orice £ € N numerele

a* , b si ¢* sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral. (2 puncte)



Problema 3. Fie m media aritmetica a numerelor strict pozitive a, b si c. Demonstrati ca
m m m a b c
a”-b"-c"<a" b -c

Cand are loc egalitatea?
sk

Solutie: Logaritmand in baza zece ambii membri ai inegalitatii de demonstrat obtinem:
a+b+c

(lga+lgh+lgc)<alga+blgh+clge <
(a—b)(lga—1gb)+(b—c)(lgb-lgc)+(c—a)(lgc—1ga)=0 (1) (3 puncte)
Inegalitatea (1) este adevaratd deoarece pentru orice x,ye(0,00) diferentele x—y si lgx—Igy au

acelasi semn. (2 puncte)
Egalitatea are loc dacd sinumai daca a=b=c. (1 punct)



